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Динамическая модель проведения инспекций
1. Постановка задачи. В настоящее время метод математиче-
ского моделирования получил широкое распространение, польза от
построения и исследования с помощью математических моделей в
целях анализа и прогноза всевозможных процессов в естественных,
технических, экономических и других науках общепризнана [1–7].
Члены террористичеких групп, наркомафии, коррумпированных со-
обществ используют в своей противоправной деятельности совре-
менные средства связи и передвижения. При этом возникает необ-
ходимость проводить инспекционные мероприятия для их пресече-
ния. Для организации успешного противодействия следует прибе-
гать к использованию современных технических средств и аппарата
оптимизации использования ресурсов, разрабатывать динамические
модели проведения инспекций. Рассмотрим следующую ситуацию.
Корабль-перехватчик, оснащенный эхолотом, обнаружил перископ
подводной лодки, которая в этот же момент, опустившись под воду,
стала перемещаться в неизвестном направлении с неизвестной ско-
ростью. Необходимо перехватить лодку за минимально возможное
время [8]. Предполагается, что корабль-перехватчик не знает точно
скорость подводной лодки, но ему известен дискретный набор скоро-
стей, одна из которых является действительной скоростью подвод-
ной лодки. Далее корабль-перехватчик будем называть преследова-
телем, а подводную лодку — убегающим и обозначать соответственно
P и E.
2. Алгоритм отыскания оптимальной траектории пресле-
дователя и времени перехвата. Опишем алгоритм спирального
поиска и нахождения времени поиска в условиях, когда преследова-
телю достоверно неизвестна скорость убегающего [9]. Предположим,
Алферов Геннадий Викторович – доцент, Санкт-Петербургский государ-
ственный университет; e-mail: alferovgv@gmail.com, тел.: +7(921)906-60-42
Малафеев Олег Алексеевич – профессор, Санкт-Петербургский государ-
ственный университет; e-mail: malafeyevoa@mail.ru, тел.: +7(904)644-38-85
Мальцева Анастасия Сергеевна – студент, Санкт-Петербургский государ-
ственный университет; e-mail: luna171@mail.ru, тел.: +7(911)750-63-49
что скорость преследователя намного больше скорости убегающей
лодки. В начальный момент обнаружения P точно определяет ме-
стоположение подводной лодки. Таким образом, преследователю из-
вестно расстояние между ним и убегающим. Обозначим его через
D0. Для нахождения времени поимки необходимо определить траек-
торию, по которой должен двигаться корабль-перехватчик. Введем
полярную систему координат (, , O) таким образом, чтобы полюс
находился в точке обнаружения подводной лодки, а полярная ось
проходила через точку, в которой находился корабль-перехватчик.
Тогда динамика убегающего описывается уравнениями
_E = v;
_E = 0:
Динамика преследователя описывается уравнениями
_P = ; kk 6 v;
_P = ; kk 6 v;
vP =
q
v2 + v
2
:
Преследователю точно неизвестна скорость v, однако известно, что
она выбирается из дискретного множества V E . Максимально воз-
можную скорость корабля-преследователя обозначим через vP . Пре-
следователь может гарантировать поимку, перебрав все элементы
множества V E . Первоначально, корабль делает предположение, что
убегающий имеет скорость v1 2 V E . Для поимки подводной лодки
в момент t0 преследователь начинает движение со скоростью vP в
направлении на точку O и движется так до момента t1, в который P
и E оказываются на одинаковом расстоянии нее, чтобы выполнялось
равенство
E1 = 
P
1
или Z t1
t0
v1dt+ v
P (t1   t0) = D0:
С момента t1 преследователь должен двигаться, выбирая скорость,
так, чтобы постоянно находиться на таком же расстоянии от полюса,
что и убегающий. Для этого скорость корабля-перехватчика раскла-
дывается на две составляющие: радиальную v и тангенциальную
v. Радиальная составляющая — скорость, с которой корабль отда-
ляется от полюса,
v = _:
Тангенциальная составляющая — это линейная скорость вращения
относительно полюса,
v = _:
Для того, чтобы встреча произошла, радиальная составляющая
скорости преследователя полагается равной предполагаемой скоро-
сти убегающего. Тогда для нахождения траектории преследователя
необходимо решить систему дифференциальных уравнений
_P = v1;
( _P )2(P )2 = (vP )2   (v1)2:
Начальными условиями для этой системы будут
P (t1) = 0;
P (t1) = v1t1:
Решая ее, находим
P (t) =
p
(vP )2   (v1)2
v1
ln
v1t
v1t1
;
P (t) = v1t:
Выразим время как функцию полярного угла
t() = t1 exp
 
v1
Pp
(V P )2   (v1)2
!
:
Таким образом, траектория состоит из прямолинейных участков и
участков логарифмической спирали. В [10] доказано, что при дви-
жении по спирали встреча произойдет за время, не превышающее
время прохождения одного витка. Тогда, если корабль, обойдя ви-
ток спирали, не находит подводную лодку, значит первоначальное
предположение о скорости убегающего было неверным. Далее выби-
рается следующая скорость v2 2 V E . Значит убегающий за время
t2 прошел расстояние E(t2) = v2t2, а преследователь P (t2) = v1t2.
Если P (t2) > E(t2), тогда расстояние между игроками будет равно
D2 = P (t2)   E(t2) и для нахождения момента времени t3 необхо-
димо решить уравнение
vP (t3   t2) 
Z t3
t2
v2dt = D2:
После движения по прямолинейному участку преследователь дви-
жется по спирали. Преследователю для уменьшения времени целе-
сообразно упорядочить перебор скоростей убегающего по убыванию.
Однако, если это становится известно убегающему, он может дви-
гаться с минимальной скоростью, что позволит максимизировать
время поиска. Таким образом, получается следующая игра. Множе-
ством стратегий убегающего является множество комбинаций воз-
можных скоростей vi его движения и направлений движения .
Множество стратегий корабля-перехватчика — это множество все-
возможных перестановок элементов V E . Матрица полученной игры
состоит из элементов T , которые являются временем поимки.
3. Теоретико-игровая модель поиска и перехвата несколь-
ких убегающих несколькими преследователями. Предполо-
жим, что корабль-перехватчик, имея на борту n катеров с глубин-
ными бомбами в момент t обнаружил на различных расстояниях от
него на поверхности моря перископы n подводных лодок, которые
в тот же момент совершили погружение под воду и с фиксирован-
ными скоростями стали перемещаться прямолинейно в различных
направлениях. Требуется отправить катера на перехват подводных
лодок оптимальным образом, т. e. так, чтобы сумма гарантирован-
ных времен перехвата лодок была бы минимальной. Для решения за-
дачи составим матрицу эффективности A = (aij), элементы которой
есть гарантированное время перехвата подлодки j катером i, которое
складывается из времени достижения катером точки обнаружения
перископа и его полного времени прохождения по логарифмической
спирали перехвата. Пусть величины xij ; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n мо-
гут принимать только два значения:
xij =
(
1; назначен i катер для j лодки,
0; не назначен i катер для j лодки.
Математическая формулировка задачи об оптимальных назначениях
min z = min
nX
i=1
nX
j=1
ijxij ;
nX
i=1
xij 6 1; j = 1; : : : ; n;
nX
j=1
xij 6 1; i = 1; : : : ; n;
xij > 0:
Пример. Пусть корабль-перехватчик обнаружил 4 подводные
лодки. Первоначальное расстояние до каждой из них соответствен-
но 100 километров, 200 километров, 50 километров и 163 километ-
ра. Преследователь имеет 4 катера для поимки подводных лодок.
Максимальная скорость каждого катера соответственно 74 км/ч,
90 км/ч, 178 км/ч и 124 км/ч. Первая лодка движется по прямой
1 = 23, со скоростью v1 = 23км/ч. Соответствующие параметры
второй лодки — 2 = 137; v2 = 50км/ч, третьей — 3 = 187; v3 = 67
км/ч, четвертой — 4 = 50; v4 = 70 км/ч. Тогда таблица для задачи
о назначениях выглядит следующим образом:
Таблица. Задача о назначениях
1903 386 9; 96 52
1; 15  1071 6; 4  1051 1; 3  1034 1; 89  1026
5; 6  10172 1; 13  1090 2  1032 3; 7  1051
2; 4  1063 7; 56  1026 1; 28  109 5; 96  1014
Элементы матрицы были получены при помощи программы
Maple. Игру можно решить венгерским методом.
4. Заключение. Рассмотрен процесс поиска одного или несколь-
ких убегающих. Найдена траектория движения преследователя, пе-
ремещение по которой гарантирует встречу с убегающим. Представ-
лен алгоритм поиска времени погони. Решен контрольный пример.
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